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田中　洋平
Yohei TANAKA
Lucas型の数の素因子
Prime factors of Lucas type numbers
概要
一般化したLucas数を考え,そこに現れる素因子について調べる.合同条件だけで判定でき
ない部分は解析的密度を計算することにより,現れる素因子と現れない素因子どちらも無限個
あることが示せる.
Abstract
The prime factors of generalized Lucas numbers are investigated. Appearance of some primes
are determinded by congruence conditions. About primes which cannot decide apperance by
congruence condition, analytic density of such primes are calculated, and it can be showed
that the number of primes which appear as prime factors and primes not appear are both
infinite.
1　はじめに
0でない整数α,わをとってきて固定する.漸化式
(
Lq-2, L¥-a;
Ln+2-aLn+i+bLn, n-0,l,2,3,.
で定まるLn-Ln(a,b)を型(a,b)のLucas数と呼ぶことにする. a-b-1のときが本来の
Lucas数である.このLucas数の素因子として現れる素数全体の集合を
」-」(a,6) - {p'蝣素数lあるnがあってp¥Ln(a,b)}
と表し, Lucas数の素因子にならない素数全体の集合を
cc-c冒a,b) - {p:素数1任意のnに対してp )(Ln(a,b)}
と表す.また, 2以上の整数mと, mと素な整数rに対し, mを法としてrと合同な素数全体を
r (m。dm)-{p:素数Lp≡r (modm)}
と表すことにする.
ある素数についてc(a,b)に入るかどうかは,多くの場合,合同条件で判定できるが,中には合同
条件で決まらないときもある.例えば本来のLucas数の場合を考えると(判参照) , 2,5以外の素
数pはp≡1,3,7,9,ll,13,17,19 (mod20)と分けられ　r-3,7,ll,19のときV,r(m。d20) ⊂L:,
r-13,17のときアr(mod20)⊂L:Cとなり,残りのr-i 9のときアr(mod20)nL:とV (mod20)nL:C
のどちらも空集合ではない.
本論文ではc(a,b) nV,r (modm)や」!a,b) nV,r (modm)の解析的密度の計算を目標とする・
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2　Lucas数の素因子
2次方程式
.(蝣- - ((./'　　り
の2根をα, βとおくと　Ln-Ln{a,b)は次のように表せる.
Ln-αn+βn
(1)
(2)
素数pに対して(1)をp元体Fp上の2次方程式と見たとき,根α, βはFpの2次拡大体v-
の元になる・従って(2)より, Lnがpで割り切れるかどうかはFp2(⊃Fp)の元としてαn+βn
が0に等しいかどうかを調べればよい.
Lo(a,b)-2,L¥-aから, 2∈c,a,b)で, aの素因子pに対してp∈ -Kfc)である・また,杏
素数pが方程式(1)の判別式D-az+4bの素因子であるとき(1)はFp上で重根α-o/2を持
つことからLn-2αnとなり, pがbの素因子のときFp上で(1)の根はaと0なのでLn-aTl
となる・いずれの場合も, pがaの素因子でないときp∈L:Cである.以後断らない限り, p≠2,
p¥Dabとなる素数pのみ考える・
Fp上αを付け加えた体をFq(CF2)とすればq-pまたはq-p　である・ Dから平方因子
をくくり出してD-dn2　{dは平方因子を含まない)とし, iT-Q(v旬と置くと, α,β∈Kで
ある. d-1のときK-Qなのでいつでもq-pとなる. d≠1のときq-pか　-^2かは,
平方剰余の相互法則から, pのm(m-¥d¥または4|d|)を法とする剰余類によって定まることが
わかる.
7-万--筈と置くと, pPという仮定から7-q内で考えることができる・
0
命題1・ p∈L:となるための必要十分条件は, Fq内で7の位数が偶数になることである・
証明・ Fq内での関係式αn+βn-0をβnで割れば　7n+1-0従って7n--1となる・ pは
奇数なので,このようなnがあることと7の位数が偶数になることは同値である.　　　　□
7が1のべき根になる場合を考えると,一再ま2次の数なので,土1,ア√I,士LJのどれかになる.
ここでLJは1の3乗根,つまりxl+x+1-0の根である・(1+7)α-α+β-a≠0なので
?≠-1である.残りのうち1とのま奇数位数で,士ヽ/=了とILUは偶数位数である　7-1の
とき, a-2r, b--rl (rは0でない整数)でLn-2rnとなるので, 」-{aの素因子)とい
う有限集合になる　・y-toのときb-a2で　Ln-ean(e-1,-2)となるので£-{2aの素国
千)である・ 7-士√=了のときb--2a'でL2-0となり. 」-{素数全体)である　7--ui
のとき, a-3r, b-3r　でL3-0となり,このときも」-{素数全体)である.以後7は1
のべき根でないときを考える.
q-l-2ek (ftは奇数)のとき7をFq内で考えたときの位数が偶数になる条件はTがFqの
2e剰余にならない,即ちTがFq内でFqの元の2e乗にならないことである・ Kの素イデアル
でpを含むものをPとする・K/Qにおける(p)の分解が　q-pのとき(p)-PP'(P'はPの
共役　p-Tのときip)-pとなり, Pの剰余体がFqである・ Kに7の2e東根と1の2e乗根
を付け加えた体をKeとする・ 7がFqの2e剰余になることと, PがKe/Kで完全分解するこ
とが同値である.このように, £を調べることは完全分解する素イデアルを探すことと関連する.
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3　解析的密度
素数からなる集合』に対して,
S(A)- lims⇒1+0
が収束するとき,その値をAの解析的密度と呼ぶ.定義から, A⊃βでS(A)とS(B)がともに
存在するとき6(A＼β)も存在して6(A＼β)-S(A)-5(β)となることがわかる.
』の自然な密度
u{A)=1
N忠
ltp∈A,p<N}¥
¥{p一素数,p<N}¥
が存在するときS(A)も存在してu(A)-5(A)となることが知られている・([1]参照)
Aが有限集合なら6(A)-HA)-0となるので, Aが無限集合であることを言うのに5{A)>0
を示せばよい.例えばDirichletの算術級数定理は
&¥Pr (m。dm)) -
1
ip{m)
という形で示される.ここで<p(m)はEulerの関数である.
次の定理を上の密度の計算に利用する・ (【2]参照)
定理2. L/Qをn次Galois拡大とし,そのGalois群をGとする・ nの約数fに対して, Gの
位数1の元の個数をC!とする・また,
vf-{p素数甚/Qにおける(p)の分解がPl--PrでN(Pi)-pfとなる)
とおく.このとき
5(Tf)-隻
となる.特にL/Qで完全分解する素数全体の集合7,1の密度はIである・
n
4密度の計算
KO-Kとし,e-l,2,3,...に対してMeを#ォーlに1の2e乗根を付け加えた体とする・
QCK-KQ⊂Ml⊂Kl⊂-CKRCMeCKe⊂-
という体の増大列が得られる.そして
v[e)-{p¥pはKe/Qで完全分解},Q[e)-{p回まMe/Qで完全分解)
vie)-{p¥q-p¥Ke/KでPが完全分解),Q㌢{p¥q-p2,Me/KでPが完全分解)
'rift∴.
(o)⊃蝣<蝣%
.(i)⊃V(1)。-・⊃e)⊃Q¥(c+l)⊃(e+1)⊃(i-l,2)
という素数の集合の減少列が2つ得られる.
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素数pについて, q-1-2ek(kは奇数)でTがFqの2e乗根になる事と, p∈ ∪(r(e)＼o'(e+lK
l=1
となる事とが同値である,従って,有限個の素数を除き£Cは
(∪(n(ォ) ＼鮮+I))) ∪ (∪(p打鍵ォ>))
e                        e
と一致する.よって
定理3. £の密度は
5(」c) - ∑(5(V[e>) -siQr^)) +∑{5(V,菖eh s(Q{2e+1)))
v^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^H**
HC)一-]-MCつ
となる.
Ke/Q, Me/Qの次数をそれぞれke, meとすれば. (3)の左辺の第1項は
写(去一志)
である・第2項の計算や」(a,b)n r(m。dm)等の密度を求めるにはKe/QのGalois群の構造を
調べ,定理2を精密化したTschebotareffの密度定理を用いる必要がある.
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